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§10.4 確率的金利と短期金利モデル 

 

 ここでは将来の金利を条件とする金利デリバティブの価格付けを考慮しよう。そこで、金利のダイナミック

スをまず決め、さらに Black-Scholes 理論におけると似た無裁定の過程に基づいた価格付けを行う。文

献にみる確率モデルの大部分は 10.1.1 項で定義した短期金利の拡散過程 

                   𝑑𝑟௧ = 𝑚(𝑡, 𝑟௧)𝑑𝑡 + 𝑠(𝑡, 𝑟௧)𝑑𝑤௧                （10.21） 

によっている。ここで𝜇(𝑡, 𝑟) = 𝑚(𝑡, 𝑟) 𝑟, 𝜎(𝑡, 𝑟) = 𝑠(𝑡, 𝑟) 𝑟⁄⁄  とすると𝑑𝑟௧ 𝑟௧⁄ = 𝜇(𝑡, 𝑟௧)𝑑𝑡 +

𝜎(𝑡, 𝑟௧)𝑑𝑤となり、ここで伊藤の公式が使える。ただし 8.1.2 項のヘッジ理論を、今回は満期の異なる 2

つの債権のポートフォリオに用いることで、次のことが示される。裁定が存在しない条件のものとでは、 

                     𝜆(𝑡, 𝑟) =
𝜇(𝑡, 𝑟) − 𝑟

𝜎(𝑡, 𝑟)
                    （10.22） 

は𝑟௧に基づくすべてのデリバティブにわたって同一である（なお、この𝜆 は 3.3.2 項のシャープ比と似てい

る）。これを❛リスクの市場価格❜（market price of risk）という。 

 さらに、金利デリバティブの価格を𝑔(𝑡, 𝑟)は Black-Sholes 型の PDE（偏微分方程式） 
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= 𝑟𝑔,    0 ≤ 𝑡 < 𝑇        （10.23） 

を満足する。バー値が 1 の債権の場合は、終期条件は𝑔(𝑇, 𝑟) = 1である。この（10.23）およびこの

終期条件の解は、期待値 
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்

௧

ቇቤ 𝑟௧ = 𝑟ቋ ;                      （10.24） 

で表現できる。付録 A 参照。ここで𝐸は𝑟௧が拡散過程 

𝑑𝑟௧ = (𝑚 − 𝜆௦)𝑑𝑠 + 𝑠𝑑𝑤௧ 

の解であるものでの期待値である（「リスク中立」測度、あるいはより正確には「同値マルチンゲール測度」

に対応する。 

 

 

 

 



多変量ブラウン運動、伊藤の定理、ファインマン・カッツの公式 

 尤度理論と確率的回帰変数の回帰モデルへの応用では、マルチンゲール中心極限定理の多変量版

を使った。そこでは条件付き分散は条件付き共分散行列で置き換えられ、ブラウン運動は多変量ブラウ

ン運動で置き換えられる。❛𝑝-次元ブラウン運動❜𝒘(𝑡) = ቀ𝑤ଵ(𝑡), ⋯ , 𝑤(𝑡)ቁ
்
は𝑝個の独立なブラウン運

動𝑤(𝑡), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝を𝑝-次元ベクトルに置いたものである。それゆえ、それは𝒘௧~𝑁(𝟎, 𝑡𝐈)であるような、独

立増分と連続サンプル経路を持つ。𝑝-次元ブラウン運動は多変量中心極限定理だけではなく確率解析

においても基本的な役割を担う。それは通常の解析学（微分、積分、連鎖律）を𝑝-次元ブラウン運動

の増分で生成される確率成分を持つ軌跡に拡張される。これらの軌跡を支配する運動法則は❛確率微

分方程式（SDE）❜で 

                     𝑑𝐱௧ = 𝐛(𝑡, 𝐱௧)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑡, 𝑥௧)𝑑𝐰௧              （A. 12） 

の形で記述することができる。𝜎 = 𝟎の場合、SDE は通常の微分方程式になり、微分の連鎖律は滑らか

な実数値関数𝑓 = (𝑡, 𝐱௧)に適用出来て、𝑑𝑓(𝑡, 𝐱௧) = ቀ
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ୀଵ ቁ 𝑓(𝑡, 𝐱௧)を得る。これは𝑓の第

一近似に対応する。確率解析学の本質的違いは𝑑𝐰௧(𝑑𝐰௧)் = 𝐈𝑑𝑡 によっており、𝜎がゼロ行列に恒等

でない時、𝑑𝐰௧項の𝑓の二次導関数を無視することができないことを示唆している。𝜎𝜎் = ൫𝑎൯
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,         （A. 13） 

で実数値関数𝑢の 2 回連続微分可能な作用素𝒜௧を導入すれば伊藤の定理 SDE（A.12）の滑らか

な実数値関数に対する連鎖律を与える。 

          𝑑𝑓(𝑡, 𝐱௧) = ൬
𝜕
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+ 𝒜௧൰ 𝑓(𝑡, 𝐱௧)𝑑𝑡 + ൫∇𝑓(𝑡, 𝑥௧)൯

்
𝜎(𝑡, 𝐱௧)𝑑𝐰௧ ,       （A. 14） 

ここで、∇は勾配ベクトル൫𝜕 𝜕𝑥ଵ, ⋯ , 𝜕 𝜕⁄⁄ ൯
்
を表す。 

 （A.13）で定義される作用素𝒜௧は SDE（A.12）の❛無限小生成作用素❜と呼ばれ、SDE を完全

に決定する❛ファインマン・カッツ❜の公式は PDE 

              ቐ   

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝒜௧𝑓 = ℎ𝑓   for (𝑡, 𝐱) ∈ [0, 𝑇) × 𝑅 

𝑓(𝑇, 𝑥) = 𝑔(𝑥)      for  𝑥 ∈ 𝑅                        
           （A. 15） 

の解を、無限小生成作用素が𝒜௧である SDE 𝐱௧の期待値 

𝑓(𝑡, 𝐱) = 𝐸 ቂ𝑔(𝑋்)𝑒ି ∫ (௨,ೠ)ௗ௨


 ቚ 𝐱௧ = 𝐱ቃ 

によって表すというものである。ファインマン・カッツの公式の特別な場合は（10.24）であり、期待値に関

しての PDE（10.23）に与えられる金利デリバティブの価格を表す。 


